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Objectifs

Utiliser des démarches et des méthodes permettant de décrire et de caractériser les
mouvements (trajectoire et vitesse) de tous les points des solides d'un systeme.

Déduire, des contraintes cinématiques en position, vitesse ou mouvement, des conditions
sur les parameétres de mouvement du systeme.

Exprimer une condition de non glissement au lieu d’un contact ponctuel
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| Objectifs

Dans de nombreux systemes, en
particulier liés a la robotique, la matiére
d’ceuvre controlée par I'effecteur est de
type cinématique : position, vitesse
et/ou accélération.

L’objectif de ce cours est de définir des
démarches et méthodes permettant de
définir les lois de pilotage des
effecteurs, ou plus généralement, des
mécanismes, dans ce contexte.

Il s’agit d’un préalable a la détermination
des commandes transmises aux pré-
actionneurs et a I'étude des
performances du systéme dans son ensemble.

Si le systéme est asservi en position ou vitesse, ces lois sont aussi celles de la consigne.

Position / vitesse

Perturbations

Comparateur
ACQUERIR e'(t) N &(t) Commande

e CORRIGER
&t CODER [image de I3 1
Interfoce i) ||igaitl - EmEy MODULER |—| CONVERTIR fareres TRANSMETTRE reses

Homme-Machine réponse
Unité de commande Pré-actionneur Actionneur Transmetteur

Chaine d’énergie

ACQUERIR
et CODER

Chaine d'information Capteur

Il Modele cinématique d’'un mécanisme

La définition des lois de pilotage des effecteurs s’appuie sur un modéle de comportement cinématique du
mécanisme, dit modeéle cinématique, assurant le lien entre les effecteurs et les parametres cinématiques de
la matiere d’ceuvre.

Ce modele est représenté par un schéma cinématique ou un graphe des liaisons.

Pivot d'axe
1 (A,7)

Hélicoidale de pas P
a droite et d'axe (A, B)

4
=

Pivot d'axe
N 7)) Pivot d'axe | & (0,3)
1 IR0

Pivot glissant
d'axe(B,z)

(W)

pa (AN
ey
~ -
AN / Tt 5,=—17°
Prothése transtibiale schéma cinématique (2D) et graphe des liaisons

Un modele cinématique est constitué :

e d’ensembles indéformables (ensemble = piece ou ensemble de pieces solidaires) ;

e de liaisons qui spécifient les mouvements possibles et les mouvements bloqués, d’'un
ensemble par rapport a un autre.

Il définit aussi des vecteurs unitaires, des bases et des parameétres de position.
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Y pour alléger les notations
dans la suite, on n’écrira pas
systématiquement la variable
&

(1) les solides dont la fonction
est de se déformer (ressorts,
barres de torsion...) sont
exclus de cette définition.

Il.1 Rappels de cinématique du point : trajectoire et position

La trajectoire d’un point dans un référentiel est le lieu des positions successives occupées par ce point
au cours du temps dans le repére de référence.

La trajectoire peut étre :
e rectiligne, si la trajectoire est un segment de droite,
e circulaire, si la trajectoire est un arc de cercle,
e quelconque, si la trajectoire est une courbe quelconque.
Notation : la trajectoire d’un point M par rapport a un solide 0
est notée TM/0.

Un vecteur position du point M dans le repere de
référence R0(00,x,,7,,Z,) est un vecteur TA{(_o,_,,. N
Q—M avec Q un point fixe du repére de référence,
en général I'origine.

Exemple : en coordonnées cartésiennes, a la date t :
0oM(8) = a()Xg + b(O)Yg + c(t) Zg

La courbe ainsi définie correspond a la trajectoire TM/0 .

Repére de référence

1.2 Hypothese de solide indéformable

Lors de son fonctionnement, les solides qui constituent un systéme se déforment sous I'action des efforts
qu’ils subissent.

Dans la suite, on fera I’hypothese que ces déformations sont négligeables dans les phénomeénes étudiés. Les
solides seront considérés indéformables (1).

Un solide indéformable (S) est tel que les distances entre tous les couples de
points matériels ne varient pas au cours du temps :
Vt,VA,B € (5),|[AB| = Cste

Un "solide" peut étre un ensemble de piéces, de solides, formant un seul ensemble indéformable.
Cette hypothése a de nombreuses conséquences pratiques.

I1.3 Définir la position d’un solide indéformable

Repére lié a un solide indéformable
La solution pour repérer la position d’un solide indéformable par rapport a un autre est d'associer a chaque
solide étudié un repere, dit repere lié.

‘ Un repére lié au solide indéformable (S) est défini par une origine et une base fixes dans (S).

Associé a une échelle de temps, ce repere défini un référentiel.

Chaque point matériel d’un solide indéformable (S) est fixe dans un repére lié a (S) : ses
coordonnées dans le repére lié sont constantes au cours du temps.

Exemple : le repeére de référence RO(OO ,x_)o,%,z_o)) est associé au solide (0), . \
solide de référence du systeme étudié. Solide 2 \F:'
Le buste (1) est associé au repére R1(01,X; ,Y; ,Z,). Dans ce repére, tous les /
points constitutifs du solide (1) sont supposés fixes.

Le bras (2) est associé au repere R2(02,X,,Y,,Z,). Si P est un point matériel de

(2), il est fixe dans R2(02,%, , Y, ,Z,). Solide 1
Solide 0
XO
Lycée Renée Cassin Sciences Industrielles de I'ingénieur 5



Cours C02 : Introduction a l'ingénierie des systemes CPGE PCSI 2019-2020

(1) on peut utiliser un
systeme de coordonnées
cartésiennes, cylindriques
ou sphériques pour définir
ce vecteur position.

(2) permet d’obtenir
cos >> sin.

W si plusieurs bases ont un
méme vecteur commun, il
faut les regrouper.

Repérer, positionner, un solide par rapport a un autre consiste a positionner un repére lié par rapport a
un autre.

Un repére étant défini par une origine et une base, il est nécessaire de positionner ces deux éléments.
Remarquons que la géométrie du solide disparait. La cinématique s'intéresse aux mouvements de repéres
et de points !

Positionner I'origine dans un repére

Positionner une origine dans un repére de référence, c’est positionner un point dans ce repeére a |'aide
d’un vecteur position. Il faut au maximum 3 paramétres de position (1).

Exemple : I'origine du repére R2(02,%, 7, ,Z,) est positionnée dans i
R1(01,X;,7;,Z;) par le vecteur 0102 que I'on peut écrire en coordonnées g (f
cartésiennes dans B1:

— — . R Solide 2 e Q.:
0,0, = ax{ + by; + c 7. Ici, les parameétres g, b et c sont des constantes.

" . ' Z,
Positionner une base en rotation plane — figure de changement B
Y>
de base Solide 1 )
X 7

Une base B2 est en rotation plane de direction 1 par rapport a la base
B1, si U est un vecteur commun aux deux bases.

Il suffit d’un angle pour positionner une base en rotation plane par
rapport a une autre.

Si oc est cet angle, on dit que la base B2 est tournée d’un angle oc par rapport a la base Bisuivant la direction

u .
Si cet angle est variable, Bz est en rotation de direction i par rapport & Bi.

Le paramétrage d’une rotation plane est réalisé sur une figure de changement de base :
e vecteur commun sortant = lervecteur
e 2emevecteur de la base de référence dans I'ordre direct vers la droite
e 3emevecteur de la base de référence dans I'ordre direct vers le haut

2nd base tournée d’un angle positif et inférieur a 20° (2).

4 3éme yecteur A 3éme yecteur base 1
base 2
:> Zéme vecteur base 2
1 > Angle positionnant la base 2
Trame de la figure Vecteur commun 2&me yecteur base 1

Changement de base : pour exprimer un vecteur unitaire d’une base dans une autre, il faut le décomposer
en partant de son origine et en suivant les directions de la base de projection. Il y a nécessairement un
terme en sinus (le plus petit) et I'autre en cosinus (le plus grand).

Application : robot soudeur. La base B2(02,X,,9,,Z,) est en rotation plane de direction y, par rapport a la
base B1(01,%;,y,,%,) , d’angle oc2.

A1l - Réaliser la figure de changement de base.
— —_—
lervecteur: Y, ; 2emevecteur: Zg ;
— — —> — —>
3emevecteur X; . o2 = (24, Z,) = (X4, X3) .
La figure de changement de base est :

Lycée Renée Cassin

Sciences Industrielles de I'ingénieur 6



Cours C02 : Introduction a l'ingénierie des systemes CPGE PCSI 2019-2020

7 6N
(1) il y a nécessairement un A2 - Exprimer les relations de changement (1) de base des 4 vecteurs a5 \’%«' -
terme en sinus et I'autre en - i
. unitaires. P/
cosinus. ! ’,
3\: ._Y'l )_\' )_('1 )7 il v )? = (L
2 2 2 X Solide 2 L)
N 2
Z Z z z, 2
Z, Z, Z, Z, Y2=¥;
Solide 1 -
S:v\’.}ﬁ
22:5|na2 Xl +C050.‘2 Zl XZZCDS(Iz Xl_slnaz Zl
le_slnaz XZ +COSO.’2 22 X1:COSGE2 Xz +Sln{l’2 22

Positionner une base par rapport a une base
Positionner une base dans un repére de référence, c’est positionner une base par rapport a la base de
référence a I'aide d’angles.
Il faut au maximum 3 paramétres angulaires associés a 3 rotations planes successives.

Exemple des angles d’Euler : deux bases intermédiaires sont utilisées.

En partant de la base B1: 7
—s — — JE N - 5 — — — —> Z 1
B1(x;,y1,7y) Bn(it ,u,z) Bv(it,¥,%5) B2(x,,Y,,%;) % ~
Rotations:dey /Z; de 0 /7 de @ / Z, Y2
Les figures de changement de base sont :
u 371 v, Vv
w @ i
n 5‘;2 ~ W > -
Ny A X
_ — - 1 4, 2
Z; d )(1 _ 4 n \\
Z, N\ n

A3 - Exprimer le vecteur v dans B;

Il faut passer par la base intermédiaire B, (n,U,Z;) :

Mouvements élémentaires
Un mouvement élémentaire est obtenu par variation
D’ol : V =cos8 (—siny Xy +cosy 1) +sind z; de I'un des paramétres de position.
=—cos#siny X, +cosfcosy y; +sind z; Puisqu'il faut 6 paramétres indépendants pour
positionner un solide par rapport a un autre, il est
possible de définir 6 mouvements élémentaires indépendants en faisant varier chaque parametre a son tour.

V=cos@U+sin@Zz et U=—siny Xy +Ccosy j;

(1) Un degré de liberté peut
aussi étre une combinaison
de translation et de rotation. Un solide a au maximum 6 degrés de liberté par rapport a un autre :
Exemple : le systeme vis-

écrou impose une mobilité
combinant une rotation avec ° la modification de l'orientation de la base définit 3 rotations).
une translation.

° la modification de la position de I'origine définit 3 translations ;

Il.4 Mouvement de rotation et liaison pivot

Un solide (2) est en rotation par rapport a un Solide 2
solide (1) si et seulement si, il existe a chaque
instant une droite fixe dans (1) et (2), appelée axe
de rotation de (2) / (1).

Axe de rotation

Lycée Renée Cassin Sciences Industrielles de I'ingénieur 7
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(2) une autre unité usuelle est
le tr/min.

Si N est la vitesse angulaire
en tr/min :

N = %d ~ 10& en tr/mn

CPGE PCSI 2019-2020

oc(t) = (%, %) = (1, 7,)

Conséquences :
e le point A ainsi que tous les points de I’axe (4, z;) sont fixes dans
(1) et (2);

e lestrajectoires des points matériels ou fixes de (2)/(1) sont des
cercles concentriques, centrés et perpendiculaires a I'axe de s e o
rotation; Y

e levecteur z; est un vecteur commun aux bases liées a (1) et (2) ;

e |e paramétrage définit la figure de changement de base :

. q . 5 0 dox
e lavitesse angulaire (vitesse / taux de rotation) est oc(t) = il

rad/s 2); 1~ 42

Considérons un solide (2) en rotation d’axe (A, z;) par rapport au solide (1), paramétrée par I'angle

pivot d'axe (A, X7) .

z = “
z z
A
2
i (2) o 0 (2) i
B X y
X
— (2) 1
M N\ i 1)
Symbole 3D Symbole 2D

Symboles normalisés :

Entre deux solides, un mouvement de rotation autour d'un axe (A, x;) est imposé par une liaison

II.5 Mouvement de translation et liaison glissiere

points fixes de (2) reste paralléle a lui-méme dans (1).

Un solide (2) est en translation par rapport a un solide (1) si et seulement si tout segment reliant deux

Si (2) est en translation par rapport a (1) :

o |es bases liées peuvent étre identiques.

e |es trajectoires des points matériels ou fixes de (2)/(1) sont toutes identiques et paralléles ;

On distingue les translations a trajectoire rectiligne, circulaire et quelconque.

Entre deux solides, un mouvement de translation de direction 4 est imposé par une liaison

-

glissiére de direction .

u (2) (2) g >
e
(2)
(1) - e
Symboles normalisés : Symbole 3D Symboles 2D

Lycée Renée Cassin
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Mouvement de translation a trajectoire rectiligne

Soit un solide (2) en translation a trajectoire rectiligne de direction x; par rapport au solide (1),
paramétrée par la longueur L(t) = 0102 - X;.

Conséquences :

e (0102 est un vecteur position de 02 dans R1
e les trajectoires des points fixes de (2) dans (1) sont des segments de droites paralléles a la
direction x;

. . ; d
e lavitesse de translation est L(t) = d—i enm/s.

Vérin
Vérin pneumatique
(1) Ce mouvement classique
est source de difficulté car il . . . . . .
s’agit d’une translation Mouvement de translation a trajectoire circulaire
paramétrée par un angle.
Méfiance.

Un mouvement de translation a trajectoire circulaire ;) est généralement obtenu par I'intermédiaire d’un
mécanisme de type parallélogrammes déformable.

Exemple : essuie-glace d’autobus

Le systeme ci-dessous modélise un essuie-glace d’autobus. Le balai est lié a I'ensemble (3).

Le balai est relié au chassis (1) par I'intermédiaire de deux piéces formant un parallélogramme déformable ABCD.
On montre ainsi que DC reste paralléle 3 AB, d’ol : X5 = X7 .

Un repére lié a (3) est donc R3(C , X, , ¥, ,Z;): Tm/1
(3) a bien un mouvement de translation par rapport a (1). /\ M,
De plus, C est un point fixe de (2) en mouvement de rotation

d’axe (B, Z,) par rapport a (1). T¢/1 est donc un cercle (ou
arc de cercle) centré sur B, de longueur R=BC.

Pour un mouvement de translation, toutes les trajectoires
sont identiques : des cercles de méme rayon R mais de | el
centres distincts.

La position (et donc le mouvement) de 3/1 est défini par la
position de I'origine C du repere lié et, donc, par I'angle
a(t) = (x1,%) = (¥,,¥,) - Onremarque que X, ety ne
sont liés nia (1) nia (3).

Ty /1

Soit un solide (3) en translation a trajectoire circulaire de rayon BC (avec R=BC) par rapport
au solide (1), paramétrée par I'angle a(t) = (x1,%;) = (7,,7,)-
Conséquences :

e la trajectoire de C, point fixe de (3), dans (1) est un cercle centré sur B

e lestrajectoires des points fixes de (3) dans (1) sont toutes des cercles de rayon R

e les bases liées a (3) et (1) peuvent étre identiques

e lavitesse de translation est R X a(t) enm/s;

I1.6 Du schéma cinématique au graphe des liaisons

Lycée Renée Cassin Sciences Industrielles de I'ingénieur 9
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0

Un modele cinématique définit :

. les ensembles indéformables et un ensemble de référence ;

. les liaisons entre ces ensembles ;

o des repéres liés aux différents ensembles en s’appuyant sur les directions et points définis par
les liaisons ;

o des parametres de position (angles pour les liaisons pivot, distance pour les liaisons glissieres)
permettant de définir la position de chaque ensemble du systeme.

Ce modele peut étre représenté par un schéma cinématique ou un graphe des liaisons. Ils contiennent les
mémes informations.

Dans un schéma cinématique (dessiné en 2 ou 3 dimensions) :
e les liaisons sont représentées par des symboles normalisés ;
e les solides sont représentés par des traits reliant ces symboles.

Dans un graphe des liaisons :
e les solides sont représentées par des cercles ;
e lesliaisons entre les solides sont représentées par des traits, le long desquelles on indique le nom et
les caractéristiques géométriques de la liaison.
Exemple : essuie-glace autobus

Le modele comprend le chassis (1), la bielle motrice (2), la bielle suiveuse (4) et le balais (3).
Le repére lié a (1) est notéR, (B, X7,V ,Z1).

R]{B-)T;p?l;z]_]

Pivot
d'axe (A,z;)

Pivot d'axe
o (8,7;)
Ra(A;xarV.q‘z]_]

Bielle (4)

Etapes pour construire le graphe des liaisons a partir Exemple
du schéma cinématique
Identifier ’ensemble de référence (celui « relié 3 la Ensemble (1)
masse »)

Construire la structure du graphe

un cercle par ensemble associé au numéro
d’ensemble, un trait par liaison. Partir de la référence.
Reporter I'indication de référence.

Spécifier les liaisons et les paramétres de position e (45

définis

Pivot
daxe (0,7,

Bielle (4)

Pivot d'axe
(B.21)

Si le graphe présente une boucle, tous les paramétres ne
sont pas nécessairement définis.
Identifier des repéres liés en partant de la référence AlBE 55

Pivot
d'axe (A,7))

Lorsque les ensembles sont en liaison pivot : garder Ry(AFe T By)
comme vecteur commun celui de I'ensemble le plus «
proche de la référence ». Por
Lorsque les ensembles sont en liaison glissiére : garder daee (0.3,)
la base de I'ensemble le plus « proche de la référence »
Réaliser les figures de changement de base

Pivot
daxe (€,7;)

Pivot d’axe
B.7;)

Ry(B.%,.¥2.7;)

RylC.%3,73.7;)

Ae)
Pivot
d’axe (C,7;)

Tenir compte des choix réalisés a I'étape précédente.

Lycée Renée Cassin
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(1) ne pas confondre les
composantes

(xa,ya,z8,...) et les
vecteurs unitaires de la

base (x@1,y@1,2[0,...) .

lIl Contraindre la trajectoire d’un point

l1l.1 Rappels sur le produit scalaire

Définition et propriétés

Soit le vecteur A de coordonnées (1) (x,, ys z:) dans une base B, (00, %, , . ,Z,) que I'on note : A(X4,Y4, ZA)g,

. XA A Y
Al YA z
74/,

3

\
A
\
g4
-
\

ousouslaforme A = XaX; + YAy, + Z4zZ,

Ya Yo

Le produit scalaire des 2 vecteursi) A = XAXy + YAV, + ZAZgetB = XBX; + YBYy + ZBZg estun

P
scalaire (nombre réel), noté A - B, tel que :

A-B = ||A] x ||B]| x cos(4, B)= XaXs+ yays+ 24z
Ce nombre peut étre positif ou négatif.

Le produit scalaire est symétrique A-B =B - Aetdistributif 4 - (§ + 5) =A-B+4-

Le produit scalaireU - V est nul si:
- un des vecteurs est nul ;
- les deux vecteurs sont orthogonaux c¢’est a dire cos(U, V) =0

o

Produit scalaire entre vecteurs d’'une méme figure de changement de base

0,cosaou tsina
e 0 entre les vecteurs d’'une méme base (base « ortho ») ;
o cosa entre des vecteurs adjacents ;

Le produit scalaire entre 2 vecteurs de bases en rotation plane d’angle a vaut :

e  tsina entre des vecteurs non adjacents (« + » si (i, ¥) <™/, , « - » sinon).

A4 - Déterminer les produits scalaires entre les différents vecteurs de la figure de changement de base

(rappelsi0 < a < 45°,cosa > sina).

Z-Z, = cosa adjacents

Z; - X, = —sina non adjacents
X, Z; = sina non adjacents

X1 X, = cosa adjacents

Z1-%, =0 d’une méme base

Lycée Renée Cassin
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Produit scalaire avec un vecteur unitaire : calcul d’une coordonnée

Soit la base B, (00,%, ,7, ,Z,) orthonormée. Soit fT(XA, YA, ZA),, exprimé dans Bo.
Alors :

A = XAX; + YAy, + ZAzZ,

et

A% = Xa >
A.y;=Ya

A.Zg= Za

-

A-xy = (Xaxg + YAyg+ ZAazg) - xq = XAxy X + YAy, - X + ZAZg-xq = XA
[ | | | [ |

1 0 0

Application : soit la figure ci-contre. A, B et C sont des points, a et b des distances et ocet S des angles. Les
vecteurs définis sont unitaires.

A5 - Exprimer le vecteur AC
Zg =a 22 +b 23
A6 - Déterminer la coordonnée X suivant x; de AC

Reporter cette longueur sur la figure.

—_—

X = AC.;C)l = (azz + bz3).}1 = agz.}1 + b§3.}1
= asin « + b sin(« +8)

Produit scalaire entre vecteurs unitaires et projection orthogonale

Le produit scalaire entre deux vecteurs unitaires i et ¥ correspond a :

. . — - g . - z . .
e lalongueur de la projection orthogonale de u sur v, positive suivant v , négative sinon ;
e lalongueur de la projection orthogonale de ¥ sur % , positive suivant i , négative sinon.

]|

A J

C_I
<I
o

EE{Q\/

A7 - Dessiner les projections correspondant aux produits scalaires sur les figures de changement de base

d’angle a. Retrouver le résultat (rappel cosa > sina ).
X, X
V%zz
Z, .

Z,.Z, = cosa Z;.X%, = —sina X1.2, = Sina X1.X, = cosa

|
|

(=
(=

N

N
._,

N
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Produit scalaire avec un vecteur unitaire : calcul d’'une projection

Le produit scalaire entre un vecteur X unitaire et un vecteur ¥ correspond a la longueur de la
projection orthogonale de ¥ sur la direction X , positive suivant X , négative sinon.

Exemple : déterminer la longueur L, suivant la direction z@1, de la figure AC .

L correspond a la projection orthogonale AH de ACsur Z_l’ (ainsi qu’a la coordonnée de ACsur Z_{ ).
Dol :
L = ACEl = (aEZ + b§3)21 = a§2.§1 + b23.21
=acos « + b cos(e +f3)

L correspond aussi a la distance du point Cau plan (A, X7, V1) .

Calcul d’'une norme

Pour un vecteur, U(x,y,2)g: ||U]| = VU.U = NOTG
||l7|| = JxZ2+y2+ 22 (ii)

. Si I'expression de % ne comprend que 2 termes, utiliser ’expression avec produit scalaire (i)
(1) propriétés d’une base . . ) . N . L. e,
orthonormée. sinon utiliser I'expression (ii) apres projection dans la base de référence (1) des angles.

Application : soit |a figure ci-contre. A, B et C sont des
points, a et b des distances et ocet des angles. Les
vecteurs définis sont unitaires.

A8 - Déterminer la norme de AC

R2022+b23

AC-AC=(aZy+bZ3)* =(a ;)2 + (b23)° +2(a2y)-(bZ3)=a’ 7y - 7y + b* 2373 +2ab 7y - 73
| I | | I— 1
1 1 cosf3

:az+bz+20bcosﬁ

Soit, HRH = \/az + :b2 +2abcos

Lycée Renée Cassin Sciences Industrielles de I'ingénieur 13
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[1l.2 Imposer une contrainte de position

La trajectoire, ou la position, d’un point peut étre contrainte (imposée).
Les contraintes sont traduites en équations scalaires a partir du vecteur position en utilisant le produit
scalaire.
On obtient ainsi des équations scalaires reliant les parametres de position (angles et distances) du modele.
Exemples :

e contrainte de distance =»contrainte sur une norme

e contrainte d’appartenance a une droite ou un plan =»contrainte sur une coordonnée

e contrainte de trajectoire =»contrainte sur les coordonnées.

Exemple d’un robot : considérons le systeme
ci-contre.

P\
Le vecteur position du point M s’écrit : p ‘w‘“’/ ; g.
AM = ax; + b%; + c 7. ’\’!
1) le point M doit rester a une distance d ;\\
de son origine bati A : ||[AM|| = d. v

2) Le point M doit rester a une hauteur h
du « sol » (plan correspondant au plan

(A, )-éo, Zo)m%} =h

3) Le point M doit suivre une trajectoire
verticale passant par le point D(L,0,0) :
AM- %y =L, AM - Z, =0

4) Le point M suit la trajectoire définie par : x(t) = 0,3t, y(t) = 0,3t et z(t) =0 :
AM- %y =03t, AM- y,=03t, AM- Z, =0

Lycée Renée Cassin
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IV Contraindre la vitesse ou |'accélération d’un point

L’objectif de ce chapitre est de calculer une vitesse ou une accélération d’un point, puis d’obtenir I'équation
couplant les parametres et associée a une contrainte sur la norme ou la direction.

IV.1 Rappels de cinématique du point : vitesse, accélération et dérivée temporelle
d’un vecteur

Vecteurs vitesse et accélération d’un point

Le vecteur vitesse du point M, par rapport au solide de
référence associé a Ro(0o, Bo), est la dérivée temporelle d’'un
vecteur position de M dans Bo:

Vo = Lf—tM]Osi Q est fixe dans Ro. o M —

Le vecteur vitesse est tangent a la trajectoire Twmyo.
La norme s’exprime en m.s-1.
Le vecteur accélération du point M, par rapport au solide de
référence associé a Ro(00,B0) , est la dérivée temporelle du
vecteur vitesse de M / Rodans Bo(ou la dérivée seconde d’un
vecteur position) :

O

Xg . \Vf
] si Q est fixe dans Ro. Qfixe dans R,
0

— [avmp| _ [derM
Ympo = |7y Tl a2
La norme s’exprime en m.s-2.

(1) si la définition est a

connaitre, nous ne

Putiliserons pas pour Définition de la dérivée d’'un vecteur par rapport a une base

déterminer vitesses et
accélérations !

Par définition, la dérivée d’un vecteur % dans une base Bo(X,,Y,,Z,) a pour coordonnées les
dérivées des coordonnées de i dans Bo:

dﬁ] _ax(t) = dy(t) = dz(t) —

sit=x(t) - x, +y(t) -y, +2z(t) - z, alors [E . Xt Vet 2 W

Dans ces notations, I'indice 0 fait référence au référentiel 0, au repere Roou a la base Bosuivant le contexte.

Conséquences :

e Un vecteur u est fixe dans une base Bi
& siles coordonnées de ul sont constantes dans Bi

di
=1 —u] =0
dt 0

e Les vecteurs unitaires d’une base sont fixes dans cette base !

Soit la base Bi(x;,y,,7,) , [Z—’ii]i = [%]i = [%]i =0

Par exemple, les coordonnées des vecteur unitaires d’une base Bi, exprimés dans cette méme base
sont : ¥,(1,0,0);, , :(0,1,0);, ,Z,(1,0,0),, . Les coordonnées sont bien des constantes.

Lycée Renée Cassin Sciences Industrielles de I'ingénieur 15
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(1) par définition de
« direct »

V.2 Produit vectoriel

Définition

Le produit vectoriel des vecteurs U et V estun vecteur,

noté UAV :

— de direction perpendiculaire 3 U et a V, donc au plan
u,v);

— de sens tel que le triedre (D,V,UA‘P) soit direct ;

— de norme HUHXHVHX‘Siﬂ{U,U)

Propriétés

Antisymétrie

UnV=-VAU

Distributivité

U/\(GJrW):U/\EJrDAV—V

Le produit vectoriel U AV est nul si :
e un des vecteurs est nul ;

e les deux vecteurs sont colinéaires —sin(U,V)=0.

Produit vectoriel entre vecteurs d’'une méme base orthonormée directe

Soit la base orthonormée directe (x;,y;,7;) :

Dans le sensdirect : Xy y4 Z X W Xp Ay =2 |y rz=x] (A =y

Dansle sensindirect: X V4 Z X3 W z1 Yy _—xl‘ ‘yl AXy = —zl‘ ‘xl nzy _—y1
v

Produit vectoriel entre vecteurs unitaires de bases en rotation plane
Dans le cas de vecteurs n’appartenant pas a une méme base : . 3

. Yo
.y . - I p o]
Intensité : sin(#) avec & I'angle signé, entre le 1*" et le 2°™ vecteur X,
Direction : vecteur commun o 3
0

Exemple sens + (trigonométrique) : x; ~ yy =sin(-a +7/2)Z,

=cosd Z;

_ BENO)
Exemple sens - (anti-trigonométrique) : y, Ax; =sin(-7/2+a) Z \ i .\

=—Cosa Z

Lycée Renée Cassin
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Application : sur figures des angles d’Euler

A9 - Déterminer v AXy . m

u N
Les deux vecteurs ne sont pas présents sur une méme figure W
de changement de base. On se raméne a cette situation par -
changement de base du vecteur le plus « éloigné » de la base n
de référence. z Y %

v=coséu+sindz;
D'ol: v A Xy =(cos@u+sinfz;)rnxp=cosf unrxy +sinfzy nXy
) | _ L 1
sin(-w—7/2)Z, V1
=—cosf cosy Z1 +sinf ¥

Produit mixte

Le produit mixte de trois vecteurs A, B et C est un nombre obtenu par un produit
vectoriel et un produit scalaire : (Zt/\é)f

Le produit mixte est nul si 2 vecteurs sont colinéaires.

La permutation de 2 termes change le signe :

(EA@)f:—(EAé)-E permutationﬁeta
= —(ﬁx\f)ﬁ permutation B et C
=—(BAA)-C permutation A et B

I\V.3 Dérivation vectorielle et formule de Bour

Vecteur vitesse angulaire

Si une base (2) est en rotation plane de direction Z , d’angle «(t) par rapport a la base
(1), le vecteur vitesse angulaire s’écrit : f_lzfl =y Z avec 1 (t)=a(t)
Composition des vecteurs vitesse angulaire : §3/1 = ég/z +§2/1

Application : sur les angles d"Euler

)72 ;’1

Va
A10 - Compléter les figures W
avec les vecteurs vitesse 3
angulaire. 7 2
21 Y X1
Oy =vz

All - Déterminer le vecteur vitesse angulaire de 4/1.

Par composition des vecteurs vitesse angulaire : (_14/1 = 5_24/3 +£_23/2 +£_)2/1 —yH+0X+0%

Lycée Renée Cassin Sciences Industrielles de I'ingénieur 17
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(1) Relation obtenue par
application de la formule de
Bour en passant par la base
Bi. En effet xi, est constant
dans la base Bi, donc

ok
dt B

(2) Exprimer le résultat dans
l'ordre croissant des bases
puis dans 'ordre croissant
des vecteurs unitaires :

Vi =X+ Yy +-Ya+ B+~

Formule de Bour
La formule de Bour est une formule de changement de base de dérivation :

au :d—u +Q, AU
dtj dt | i

En appliquant() cette formule aux vecteurs unitaires on obtient le résultat suivant :

dx; | — —

J

relation :

Pour dériver un vecteur unitaire d'une base Bi par rapport a une base Bj, on utilise la

IV.4 Calculer la vitesse ou de I'accélération d’un point

Démarche de calcul d’un vecteur vitesse :

e Déterminer un vecteur position
s Poser le vecteur vitesse et distribuer la dérivée temporelle

e Dériver, a part, les vecteurs unitaires avec la formule de Bour

distances !

e Factoriser les termes ayant méme vecteur unitaire.

Xyt 2yt Xy FoYg o )@

e Faire les figures de changement de base avec vecteur vitesse angulaire

e Remplacer les dérivées des vecteur unitaire dans le vecteur vitesse sans oublier les

Classer les termes en partant de la base de référence et dans I'ordre « x, y, z » (soit

o Vérifier 'homogénéité (attention lors du remplacement des dérivées !)

e Dériver une seconde fois pour obtenir I'accélération en vérifiant I’'homogénéité.

Application : bras manipulateur . @za Zo +A(t) Xq

A12 - Déterminer le vecteur vitesse \73/0 :

VB/ozdo—OB| _dleZ+2%) _ dZ I TRPLL
dt |, dt g dt | dt |y
dz ~ dx e 3 TR -
aveci =0 et A‘ :Ql/o ’~X1=920/’*X1=9y1

Y1

D’oul : \73/0 =/ X1 + A6y, relation homogéne a m.s™.

A13 - Déterminer le vecteur accélération g/ -

- d(A% +26) . 57 L - -dy
;/B/o=7( MFAOY) o T A0 L 36T A Ast L
dt dt 0 dt 0
0
avec an =Q/0 " N1 =0Zgny=—0%
at |y !

_)—(1
soit : ;73/0:i§1+29)71+29)71+iéj?1—292 )?1
:()-.-—;.92 );(.1+(2/19‘;.9))71

relation homogene a m.s2.
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V Contraindre la cinématique d’un solide

V.1 Champ des vecteurs vitesse et torseur cinématique

Un champ ?

Un champ est une application qui, a tout point d'un domaine géométrique, associe une grandeur physique.
Les champs permettent de caractériser I'état d’un systéme étudié.
Sont ainsi définis des champs des pressions (grandeur scalaire), des températures (scalaire), des

déplacements (vectoriel), de champ magnétique (vectoriel)...
Température moyenne annuelle £ ( R

Temp (Kelvin)
379724002
3.783e+002
3.768e+002
¥ 375400002
. 3.740e+002
3.725e+002
Valeurs en C* 3711e+002
oM
-
3 69504002
<104
] " 365264002
<114 =
. 36688+002
<128
- 3.653e+002
>=128 390+
& 36392+002
B Hors terpolation
36242+002
0 200 km
L S—]

m/s

Champ des températures en moyenne annuelle pour la 28/02/2010 a ¢h (heure légale)
France (géométrie plane) et champ des températures z e
stabilisées d'une carte électronique (géométrie 3D)
Champ de vecteurs : application d'un espace affine
de dimension 3 (ou 2 pour une géométrie plane),
dans I'espace vectoriel associé

pPe ELM(P} 3

En tout point P du domaine d'étude est associé un
vecteur M(P).

T
10°W B*W W oW W 0 2’E

Vecteurs vitesse du vent lors de la tempéte Xynthia

(1) un point matériel Champ des vecteurs vitesse d’un solide indéformable

représente un élément de

matiere s"ff'sf"."me"tpem' Le champ des vecteurs vitesse d'un solide (2) par rapport a un solide (1) représente I'ensemble des
Un point matériel est donc,

par définition, fixe dans un vecteurs vitesses des points fixes, matérieliz) ou non, du solide (2) par rapport au solide (1).
solide indéformable.

C'est donc une application qui donne, en un point A, le vecteur vitesse de ce point s’il est, ou s'il était, fixe
dans le repére lié a (2). Ce vecteur vitesse est noté :
®  Vjeypr «Vitesse du point A appartenant a (2) par rapport a (1) »

. "7A,2/1 « Vitesse en A de (2) par rapport a (1) »

ou encore: "72/1(‘4) , V(A2/1) .

) ) Par définition® du champ des vecteurs vitesse :
(2) et démonstration en

annexe a partir de la formule \/ —\ A -
de Bour. P 4 Vacajn =Vap siAest fixe dans (2).
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Y Démonstration en annexe
a partir de la formule de Bour
' cette relation permet de
calculer les vitesses en tout
point de I'espace,
indépendamment de la
géomeétrie des piéces.

(1) On trouvera aussi les
notations : V2/1,V(2 /1), La

mienne {V(Z /1)}

Vecteur vitesse angulaire et relation de Varignon

L'hypothése d'indéformabilité permet de montrer que pour tout mouvement de (2),
indéformable, par rapport a (1) :

Vaea/1 =Vaecan TBAN Y,

Il s’agit de la relation de Varignon.

Le vecteur vitesse angulaire est celui associé aux bases liées aux solides (1) et (2), nul si
les bases sont fixes I'une par rapport a I'autre (cas des translations).

Torseur cinématique

Un champ vectoriel vérifiant la relation de Varignon,
3R tel que VA,B, Vg =V, +BAAR,

est appelé torseur. R est appelé résultante.

Le champ des vecteurs vitesse d’un solide indéformable (2) par rapport a (1) est appelé
torseur cinématique de (2) par rapport a (1), notél® :

Vo)

Grace a la relation de Varignon, le torseur cinématique de (2) par rapport a (1) est
entierement défini par:

¢ |e vecteur vitesse angulaire de (2) / (1) (résultante cinématique)
e |avitesse en un pointde (2) /(1)

* |e point auquel la vitesse est connue, point quelconque mais défini.

Qy

D’ou la notation : {szl}:
2 Vae1

V.2 Champ des vecteurs vitesse d’un solide en rotation plane

Soit un solide (2) en rotation d’axe (A,u) par rapport a un solide (1), le torseur
. _ @y U
cinématique s'écrit : ‘GME(A,u),{Vz/l}: ~ /
0
m L
Propriétés :
¢ entout point / de I'axe de rotation, la vitesse est nulle, ‘?rez/l =0

* |es vecteurs vitesses sont perpendiculaires aux « rayons » et a I'axe de rotation

¢ lintensité des vecteurs vitesse est proportionnelle a la distance al'axe et a |a vitesse

angulaire. Si M est a une distance r de |'axe : ‘VM 2/1H :r‘cozfl‘

e sila position de (2)/(1) est paramétrée par I'angle «(t) : Dy =0

Lycée Renée Cassin
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Démonstrations :
e Silest un point de la droite (A,d), il existe 1 tel que

Al=210.
Alors 17,52;1 =IAAN Qy1=(-2u) r (@1 ) =0, le produit
vectoriel de deux vecteurs colinéaires étant nul.

e  Soit H le projeté orthogonal de M sur I'axe (A,ud) . On note r

la distance de M a la droite (A,u) : rzHWH

En posant HM =rV , on peut écrire: AM=AHU+rV .
D’ou QMEZ/I = 'l? =2/1 +MAJ'\(02/1 EZ—(AHE+:’F)A(02/1§ .
=—AH®y y UANU—T @y VAU
Hn 2rY41
0
=ray UAV
Le vecteur vitesse est bien perpendiculaire a I'axe et au « rayon » et d’intensité proportionnelle a la

distance a I'axe r.

Une liaison pivot imposant un mouvement de rotation, si un ensemble (2) est en liaison
pivot d'axe (A,x) par rapport a un ensemble (1), paramétrée par un angle «(t) :
- rd - ’ . — a‘ E
¢ le torseur cinématique s’écrit : YM e (A,x),{vzﬂ} = 5
M

e en tout point / de I'axe de la liaison, A (2)
la vitesse relative est nulle”, Vj_,,; =0 -
X

I étant fixe dans (1) et (2), 17,.62/0 = ‘.7,.61/0 = \7,,/0 Q) y

Application : (2) est en rotation par rapport a (1), d’axe (A,z;), paramétrée par I'angle 6. @y est la
vitesse angulaire. Pales de longueur R.
Al4 - Déterminer le torseur
cinématique de 2/1.
Rotation d’axe (A,zg) :

Qp/1 =01 29 avec (-9)_/1=6’.

. _ @ 2
VfE(A,Zo},{Vz/l}: 6 .
/L

Al5 - Déterminer le vecteur vitesse
de 2/1 en M, OMEZfl .

On calcule la vitesse en M a partir de la
vitesse connue, celle de A.

Vive2/1 =Vaca/1 +MAN Qo1 =—R Xy 1oy 20=Ragy ¥ -
Al

0

21
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Al16 - Déterminer le vecteur vitesse de 2/1 en B tel que BA=L Xq, "7352/1 .

Cette vitesse correspond a la valeur du champ des vitesses en B. C'est le vecteur vitesse de B si B était fixe
dans (2). C’est aussi le vecteur vitesse qu’aurait un point matériel de (2) au moment ou il passerait en B.

Ve2/1=Vac2/1 +BAN Qg1 =L Xo 1 2o =—Lepy1 Yo

0

Remarque : B n’est pas un point fixe de 2. On ne peut passer par la cinématique du point : \._/552/1 ::\73/1 .

Al7 - En se basant sur les propriétés du champ des vitesses d’un solide en rotation, dessiner les vecteurs

vitesses de 2/1 en différents points du segment [AB] .

L'intensité est proportionnelle a la distance a I’axe. La direction est perpendiculaire au « rayon ». Le champ est défini en
tout point de I'espace, méme en des points non fixes dans (2) (cas du point B, par exemple).

(1) la relation de Varignon

donne : VA,B, V.3 Champ des vecteurs vitesse d’un solide en translation

Le champ est uniforme
(méme valeur en tout point).

cinématique s'écrit :

Propriétés :

Soit un solide (2) en translation de direction & par rapport a un solide (1), le torseur

YM, {v:,_ ,1} =

¢ le champ des vitesses est uniforme!!, colinéaire a la direction du mouvement :
VM, Vipean =Van U
* le vecteur vitesse angulaire est nul : Q, ;=0 "

* sila translation est rectiligne paramétrée par la distance A(t) : vy, = A

0

M _V2/1 u

Une liaison glissiere imposant un mouvement de translation rectiligne, si un ensemble
(2) est en liaison glissiére de direction x par rapport a un ensemble (1), paramétrée
u

par la distance .i(t), le torseur cinématique s’écrit : WM,{V?_H}: ) 4@/
AX
M

(2)

(1)

Application : le fuselage (1) est en translation de direction X, par rapport a (0) a une vitesse V .

Sur la figure ci-dessous, quelques vecteurs vitesse de 1 / 0 sont tracés.

A18 - Déterminer le torseur

cinématique de 1/0.

Translation de direction xg :

P, V0t = o .
1¥1/0] pl_V)_(O

A19 - Déterminer VMam et 17861!0.

Le champ étant uniforme :
V=170 =VBe1/0 =V Xo -

V.4 Déterminer et contraindre le torseur cinématique d’un solide
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Démarche pour déterminer {V3/0} directement :

si (3) est en liaison pivot ou glissiére par rapport a (0), poser le résultat directement
sinon :
— déterminer le vecteur vitesse angulaire par composition :

g_)3/0 = és/z + ﬁzjl + ﬁl/o

— rechercher un point fixe de (3), le « plus proche » possible de la référence.
Déterminer la vitesse en ce point par dérivée de son vecteur position.

Soit un mouvement particulier défini par un torseur {V3/0 imposé} .

Soit {V3/0} déterminé en fonction des paramétres de position et de leurs dérivées.

La contrainte sur le mouvement d’un solide (3)/(0) s"écrit : {Vs,fo }:{Vslo imposé}
Cette équation donne 2 équations vectorielles :

e égalité des vecteurs vitesse angulaire : flyo :flyofmposé

e égalité des vecteurs vitesse en un méme point, a choisir : 9363/0 = \7363/0 imposé

Soit 6 équations scalaires en tout.

Application : on considére le modele ci-contre. Le vecteur commun est Zj.

A20 - Déterminer directement les torseurs cinématiques
de 1/0, 2/0 et 3/0 (sans tenir compte des résultats
précédents).

0 :
1/0 : ensembles en liaison glissiére, 'v’M,{Vl/o}: J . (0) W\ N
M 1_). X0
Qy/0=C0/1 + Q2 _ _ d OA _
2/0:en A, fixe dans (2) : {VZJD}: J - 2/0 21 0 avec Vaca/0=Vajo=—— =4Xg
Al 'A=2/0 dt |
. o Zp
D'ou: {Vz/o}-: {/{ %
Al 0
Q3/0=Q3/2 + 1 + Q170
3/0 : en B, fixe dans (3), {V3/g}= { / / / /
g | VB=3/0
_ _ d OB dix % . o (o + B)Z,

avec VBE3/DZVB/U: | = XD+UX2| :ﬂXO—FGG}’z,d'OUZ {Valo}': J( _ ﬁ) D _

dt |, a s A% +af 7

. . ! Dimposé o .,
A21- On souhaite que le mouvement de (3)/(0) corresponde a {v3/c,,-mposé': _ . Ecrire
\ / O kU
les équations vectorielles associées a cette contrainte (ne pas les projeter).
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Le mouvement imposé est une rotation autour de (0,zg) .

Onveut : {V3,J'D} = {V3,J’D.-'mposé}

D’ou les équations vectorielles :
Sur le vecteur vitesse angulaire : 513/0 = QS/O imposé <= (& + B)Zo = Dimposé 20
Sur la vitesse en un point :

Si on choisit le point O : QOE3/0 = 0063/0 imposée = 9053/0 :6

avec Vot—afo = VBE3/D +0BA QB/O

Si on choisit le point B: VBE3/0 = VBE3/0 fmpOSée — )v RO + aﬁ 92 = VB€3/D J‘mpOSée

avec Vge3/o imposé = VOE3/0;’mposé +BOA Q3/D;’mposé
I —

0
Dans cet exemple, il est un peu plus simple d’écrire I'équation en B.

VI Composition cinématique et cinématique du contact ponctuel

VI.1 Composition des vitesses /
-

Composition des champs des vecteurs vitesse 5.

R 2
iz S "y
Soit un point P en mouvement par rapport a un solide 1 (repére b
lié Ri(01,X1,¥1,21)), lui-méme en mouvement par rapport a un g (f,
solide O (repére lié Ry). Solide 2 QJ

P
N

Relation de composition des vitesses en un méme X,

point : Vee2/0 =Vpe2/1 tVpe1/0 e 7, -,
Solide 1 — g O

Consequence : |Vpoy/1 = —Vpei /2

Solide 0

. ey . f s . N . X,
Cette relation de composition des vecteurs vitesse se généralise a n solides : ™°

Vpen/o = Vpen/n-1 +++Vee1/0

Exemple : Hélicoptere. On a préalablement
obtenu les résultats suivants : VMel/O:VSED et

Viiza/1 =Ly ¥a -

Q1- Déterminer Vy,—p/o et tracer ce vecteur.

Composition des vitesses en M :

Vue2/0= VYwvezn +  VYuerjo
Ry Ry
rotation (A,z,) translation X
= "'{02/1 ?2 +X )?0
On peut alors vérifier que la norme reste
inférieure a la vitesse du son pour toute position de la pale.
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Composition des vecteurs vitesse angulaire

La composition des vecteurs vitesse en un méme point étant valable en tout point, on montre que les

vecteurs vitesse angulaire vérifient : Qz/o zflzﬂ +ﬁ1/0 @,

Relation de composition des vecteurs vitesse angulaire généralisée a n solides :

Qnjo=Qpn-1++8Q

Conséquence : Dn=-

Composition des torseurs cinématiques

La relation de composition des torseurs cinématiques se déduit directement des deux relations
précédentes.

Relation de composition des torseurs cinématiques dans le cas de n solides :

{vnlo} = {Vn/n—1}+“‘+{v1/o}

La résultante est la somme des résultantes et la vitesse est la somme des vitesses en
un méme point.

Conséquence : {V2/1}=—{V1/2}

Application : exemple de 'hélicoptere
A22 - déterminer le torseur cinématique de 2/0 a partir des torseurs cinématiques de 2/1 et de 1/07
exprimés en A.
« Exprimé en A » signifie que la vitesse est connue en A.

0 @1 20
Nous avons : ':fP,{vl/O}-: {V)_( et {szl}: {_ /
pLo70 al
D'ol. en A - {V 1 (. }+;V V_ (-)2/120+ 0o sz/lzo
’ S2fo T2/ mivyjog T 5 Ve lV)_(
Al ALVA0 a4 lY R0

A23 - En déduire Vy, 50

Par la relation de Varignon : Vi /0 =V 2/0 +MA~ Qa0 =V Xg +(-LX;) 7 (/1 Zo)
=VXo Loy ¥p

VI.2 Cinématique du contact ponctuel

Les contacts localisés, dit ponctuels, sont a I’origine du comportement de nombreux systémes, dont le
systéme roue-sol transformant la rotation d’une roue en translation d’un véhicule. Leur compréhension se

base sur la composition des vitesses.

Contact ponctuel et vecteur glissement

Soient deux solides 1 et 2 en contact en un point J. On peut définir :
e des surfaces de contact,
e un plan tangent commun aux deux surfaces en contact en J,

e une direction normale au contact 7.

Pour calculer le vecteur vitesse de glissement, on utilise la composition des vitesses :

Viea;1 =Vie2s0 tVieon

=Vie2/0 —Vie1/0
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Roulement sans glissement : RSG.

On dira que (2) roule sans glisser sur (1) en J si la vitesse de glissement est nulle :

Vieas1 =0.

En projection sur le plan tangent commun, cette relation donne deux relations scalaires.

Systéme roue-sol

Application : considérons le cas d’'un vélo dont le cadre (2) suit un
mouvement de translation a trajectoire rectiligne de direction X, a la
vitesse V.

Le rayon de la roue (1) est notée R et sa vitesse angulaire par rapport au
cadre (2) —o.

On suppose que la roue (1) roule sans glisser sur le sol (0).

(2)

Vae1/0 =Vae2/0

N-\\: (0)

A24 - Ecrire le torseur cinématique de 2/0. En déduire Vac2/0 -

0 - -
Mouvement de translation : VM,{VHD}: {V _ d'ol V0=V Xg
X
m LY A0

A25 - Caractériser le contact entre (1) et (0)
Contact au point J, de direction normale yg . Le plan tangent commun est le sol (0,xg,Zg) -

A26 - Ecrire le torseur cinématique de 1/0. En déduire le mouvement de la roue par rapport au sol.
Par composition du vecteur vitesse angulaire : 6—1/0 = él/}! + é2/0 =-0Zj
ITI

0

- Z
D’ou : {V1/0 }: {0 0 s’agit d’un mouvement de rotation d’axe (J,Zg) .
J

A27 - En déduire Vo puis une relation entre Vet @.
Relation de Varignon : VAel/D = ﬂel/o + A~ 511/0 =—Rygr(~oZg)=RaXg

A étant sur I'axe de la liaison pivot entre (1) et (2) : VAdm = ‘7A52/0 d’oli : Rw Xg =V Xg , soit, par projection

sur Xg : V=Re.
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Quelques démonstrations

Relation de Varignon -
Soient A et B deux points matériels de (2). (2) étant supposé indéformable, AB est constant dans (2),

d’ou la condition : diB =0
dt 5

Soit O l'origine de (1) : AB=0B—0A .

On dérive cette expression dans (1) : ﬂ = @ - dﬂ :*362/1—17,462/1
dt 1 t 1 dt 1

—_—

e e

VB/IZVBEZII VA/lngEﬂl
La suite de la démonstration s’appuie sur la formule de Bour (changement de la base de dérivation) :

2] 2]
dt J, Ldt |

dAB dAB -
Elle permet d’obtenir la relation: | — | = —_— +Q,y1 NAB
dt dt
1 . -2
0 car (2) indéformable
- _ dAB| - — — -
D'ou: VBEZ/l_VAEEfl _|:?:| :szl K\AB:BA/\szl .
1

Ce qui permet de conclure.

Composition des vitesses d’un point

— | do,P d0,0 do,P —
Vp/o{ 0 } { 0 1} J{ di } avec OpP=0,0, +0;P et Oy, Op respectivement origines
0 0 0

dt dt

de RD et Rl'

- . g T dop
Par définition des vecteurs vitesse, cette relation s’écrit : Vp /g =Vp /0 + o |

t lo

. . - o du du = -

La suite de la démonstration utilise la formule de Bour: | — | = o +Qq o1
t
0 1

dop| — — — — —— _
1 —

— Veer/0

Vora

=Vper/0 Vo1
= Vpe1/0 =VYpr0 —Ves1 -
On retrouve la condition de passage de la cinématique du solide a la cinématique du point :
UPEl/O = 17,,/0 si Up/l =0, c’est-a-dire, si P fixe dans (1).
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Savoirs

Je connais :
e |es particularités du mouvement et du champ des vitesses associés a une translation
e |es particularités d’'un mouvement de translation circulaire
e |es particularités du mouvement et du champ des vitesses associés a une rotation
e larelation de Varignon
e laformule de Bour
e lesrelations de composition des vecteurs vitesse et vecteurs vitesse angulaire
e larelation de composition des torseurs cinématiques
e les démarches de calcul des vitesses et de détermination des torseurs cinématiques

Savoir-faire

Je sais:

e réaliser le graphe des liaisons d’un schéma cinématique

e donner la nature du mouvement d'un solide

e  définir un repere lié et repérer un solide

e réaliser une figure de changement de base

e déterminer les relations de changement de base

e réaliser le produit scalaire entre deux vecteurs unitaires

e calculer la projection orthogonale ou les coordonnées d’un vecteur

e calculer une norme d’un vecteur

e réaliser le produit vectoriel entre deux vecteurs unitaires

e exprimer un vecteur vitesse angulaire

e calculer la dérivée d’un vecteur unitaire

e déterminer le vecteur vitesse ou accélération d’un point

e déterminer le vecteur vitesse en un point d'un solide en rotation ou en translation par rapport a un
autre

e déterminer le torseur cinématique d'un solide en rotation ou translation

e déterminer les relations scalaires associées a une contrainte sur une trajectoire, une vitesse ou un
mouvement

e identifier les caractéristiques d’un contact ponctuel

e exprimer une condition de non glissement en un contact ponctuel
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