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 Objectifs 
Utiliser des démarches et des méthodes permettant de décrire et de caractériser les mouvements 
(trajectoire et vitesse) de tous les points des solides d'un système. 
Déduire, des contraintes cinématiques en position, vitesse ou mouvement, des conditions sur les 
paramètres de mouvement du système 
Exprimer une condition de non glissement au lieu d’un contact ponctuel 
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(1) si la définition est à 
connaître, nous ne 
l’utiliserons pas pour 
déterminer vitesses et 
accélérations ! 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

IV Contraindre la vitesse ou l’accélération d’un point 
 
L’objectif de ce chapitre est de calculer une vitesse ou une accélération d’un point, puis d’obtenir l’équation 
couplant les paramètres et associée à une contrainte sur la norme ou la direction. 

IV.1 Rappels de cinématique du point : vitesse, accélération et dérivée temporelle 
d’un vecteur 

Vecteurs vitesse et accélération d’un point 
 
Le vecteur vitesse du point M, par rapport au solide de 
référence associé à R0(O0, B0), est la dérivée temporelle d’un 
vecteur position de M dans B0 : 

𝑉𝑀/0
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = [

𝑑𝑄𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗

𝑑𝑡
]
0
si Q est fixe dans R0. 

Le vecteur vitesse est tangent à la trajectoire TM/0. 
La norme s’exprime en m.s-1. 
Le vecteur accélération du point M, par rapport au solide de 
référence associé à R0(O0 ,B0) , est la dérivée temporelle du 
vecteur vitesse de M / R0 dans B0 (ou la dérivée seconde d’un 
vecteur position) : 
 

𝛾𝑀/0⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = [
𝑑𝑉𝑀/0⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗

𝑑𝑡
]
0
= [

𝑑2𝑄𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗

𝑑𝑡2 ]
0

si Q est fixe dans R0.  

La norme s’exprime en m.s-2. 
 

Définition de la dérivée d’un vecteur par rapport à une base 

 
Dans ces notations, l’indice 0 fait référence au référentiel 0, au repère RO ou à la base B0 suivant le contexte. 

 
Par exemple, les coordonnées des vecteur unitaires d’une base Bi , exprimés dans cette même base 
sont : 𝑥 𝑖(1,0,0)𝐵𝑖

  ,  𝑦 𝑖(0,1,0)𝐵𝑖
  , 𝑧 𝑖(1,0,0)𝐵𝑖

  . Les coordonnées sont bien des constantes. 
 
 
 
 
 
 
 

 

Par définition, la dérivée d’un vecteur �⃗�  dans une base B0(𝑥0⃗⃗ ⃗⃗   , 𝑦
0

⃗⃗ ⃗⃗   , 𝑧0⃗⃗⃗⃗ ) a pour coordonnées les 

dérivées des coordonnées de �⃗�  dans B0 : 

si �⃗� = 𝑥(𝑡) ⋅ 𝑥0⃗⃗  ⃗ + 𝑦(𝑡) ⋅ 𝑦0⃗⃗  ⃗ + 𝑧(𝑡) ⋅ 𝑧0⃗⃗⃗   alors [
𝑑�⃗⃗� 

𝑑𝑡
]
0
=

𝑑𝑥(𝑡)

𝑑𝑡
⋅ 𝑥0⃗⃗  ⃗ +

𝑑𝑦(𝑡)

𝑑𝑡
⋅ 𝑦0⃗⃗  ⃗ +

𝑑𝑧(𝑡)

𝑑𝑡
⋅ 𝑧0⃗⃗⃗   (1) 

Conséquences : 

• Un vecteur �⃗�  est fixe dans une base Bi  

⇔  si les coordonnées de u sont constantes dans Bi 

⇔ [
𝑑�⃗⃗� 

𝑑𝑡
]
0
= 0 

 

• Les vecteurs unitaires d’une base sont fixes dans cette base ! 

Soit la base 𝐵𝑖(𝑥𝑖⃗⃗   , 𝑦𝑖⃗⃗  , 𝑧𝑖⃗⃗ ) , [
𝑑𝑥 𝑖

𝑑𝑡
]
𝑖
= [

𝑑𝑦𝑖

𝑑𝑡
]
𝑖
= [

𝑑𝑧 𝑖

𝑑𝑡
]
𝑖
= 0⃗  



Cours C02 : Introduction à l’ingénierie des systèmes  CPGE PCSI 2019-2020 

Lycée Renée Cassin Sciences Industrielles de l’ingénieur 15 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
(1) par définition de « direct » 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

IV.2 Produit vectoriel 

Définition  

 
 
Propriétés 
 

 
 

Produit vectoriel entre vecteurs d’une même base orthonormée directe 

 
Produit vectoriel entre vecteurs unitaires de bases en rotation plane 
Dans le cas de vecteurs n’appartenant pas à une même base :  
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Produit mixte 
 

 

IV.3 Dérivation vectorielle et formule de Bour 

Vecteur vitesse angulaire 
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(1) Relation obtenue par 
application de la formule de 
Bour en passant par la base 
Bi. En effet xi, est constant 
dans la base Bi , donc 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
(2) Exprimer le résultat dans 
l’ordre croissant des bases 
puis dans l’ordre croissant 
des vecteurs unitaires : 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Formule de Bour 
La formule de Bour est une formule de changement de base de dérivation : 
 

 
 

En appliquant(1) cette formule aux vecteurs unitaires on obtient le résultat suivant : 
 

 
 

IV.4 Calculer la vitesse ou de l’accélération d’un point 

 

 
 

 

 

 

 

 



Cours C02 : Introduction à l’ingénierie des systèmes  CPGE PCSI 2019-2020 

Lycée Renée Cassin Sciences Industrielles de l’ingénieur 18 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
(1) un point matériel 
représente un élément de 
matière suffisamment petit. 
Un point matériel est donc, 
par définition, fixe dans un 
solide indéformable. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

V Contraindre la cinématique d’un solide 

V.1 Champ des vecteurs vitesse et torseur cinématique 

Un champ ? 
 
Un champ est une application qui, à tout point d'un domaine géométrique, associe une grandeur physique. 
Les champs permettent de caractériser l’état d’un système étudié. 
Sont ainsi définis des champs des pressions (grandeur scalaire), des températures (scalaire), des 
déplacements (vectoriel), de champ magnétique (vectoriel)… 

 
Champ des températures en moyenne annuelle pour la 
France (géométrie plane) et champ des températures 
stabilisées d'une carte électronique (géométrie 3D) 

Champ de vecteurs : application d'un espace affine 
de dimension 3 (ou 2 pour une géométrie plane), 
dans l'espace vectoriel associé 
 

 
 
 
 
Champ des vecteurs vitesse d’un solide indéformable 
 

Le champ des vecteurs vitesse d'un solide (2) par rapport à un solide (1) représente l'ensemble des 
vecteurs vitesses des points fixes, matériel(1) ou non, du solide (2) par rapport au solide (1). 

 
C'est donc une application qui donne, en un point A, le vecteur vitesse de ce point s’il est, ou s’il était, fixe 
dans le repère lié à (2). Ce vecteur vitesse est noté : 
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(2) et démonstration en 
annexe à partir de la formule 
de Bour. 
 
 
 
 
 Démonstration en annexe 
à partir de la formule de Bour 

 Cette relation permet de 
calculer les vitesses en tout 
point de l’espace, 
indépendamment de la 
géométrie des pièces. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
(1) On trouvera aussi les 

notations : V2/1 , V(2 /1) , La 

mienne V(2 /1) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Vecteur vitesse angulaire et relation de Varignon 
 

 
 
Torseur cinématique 

 
 

 
 

V.2 Champ des vecteurs vitesse d’un solide en rotation plane 
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Le vecteur vitesse est bien perpendiculaire à l’axe et au « rayon » et d’intensité proportionnelle à la distance à l’axe r. 
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(1) la relation de Varignon 

donne : A,B, 
 

Le champ est uniforme 
(même valeur en tout point). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
A17 - En se basant sur les propriétés du champ des vitesses d’un solide en rotation, dessiner les vecteurs 

vitesses de 2/1 en différents points du segment AB . 
 
L’intensité est proportionnelle à la distance à l’axe. La direction est perpendiculaire au « rayon ». Le champ est défini en 
tout point de l’espace, même en des points non fixes dans (2) (cas du point B, par exemple). 

V.3 Champ des vecteurs vitesse d’un solide en translation 

 
 

 
 

 
 

V.4 Déterminer et contraindre le torseur cinématique d’un solide 
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Soit un mouvement particulier défini par un torseur V3/0 imposé . 

Soit V3/0 déterminé en fonction des paramètres de position et de leurs dérivées. 
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VI Composition cinématique et cinématique du contact ponctuel 

VI.1 Composition des vitesses 

Composition des champs des vecteurs vitesse 

 
 
 
 

 
Composition des vecteurs vitesse angulaire 
 

 
Composition des torseurs cinématiques 
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VI.2 Cinématique du contact ponctuel 

Les contacts localisés, dit ponctuels, sont à l’origine du comportement de nombreux systèmes, dont le 
système roue-sol transformant la rotation d’une roue en translation d’un véhicule. Leur compréhension se 
base sur la composition des vitesses. 
 

Contact ponctuel et vecteur glissement 
Soient deux solides 1 et 2 en contact en un point J. On peut définir : 

• des surfaces de contact, 

• un plan tangent commun aux deux surfaces en contact en J, 

• une direction normale au contact �⃗� . 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Roulement sans glissement : RSG. 

 
En projection sur le plan tangent commun, cette relation donne deux relations scalaires. 
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Système roue-sol 
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Quelques démonstrations 
Relation de Varignon 

 
 
Composition des vitesses d’un point 
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Savoirs 
Je connais : 

• les particularités du mouvement et du champ des vitesses associés à une translation 

• les particularités d’un mouvement de translation circulaire 

• les particularités du mouvement et du champ des vitesses associés à une rotation 

• la relation de Varignon 

• la formule de Bour 

• les relations de composition des vecteurs vitesse et vecteurs vitesse angulaire 

• la relation de composition des torseurs cinématiques 

• les démarches de calcul des vitesses et de détermination des torseurs cinématiques 

 
Savoir-faire 
Je sais : 

• réaliser le graphe des liaisons d’un schéma cinématique 

• donner la nature du mouvement d'un solide 

• définir un repère lié et repérer un solide 

• réaliser une figure de changement de base 

• déterminer les relations de changement de base 

• réaliser le produit scalaire entre deux vecteurs unitaires 

• calculer la projection orthogonale ou les coordonnées d’un vecteur 

• calculer une norme d’un vecteur 

• réaliser le produit vectoriel entre deux vecteurs unitaires 

• exprimer un vecteur vitesse angulaire 

• calculer la dérivée d’un vecteur unitaire 

• déterminer le vecteur vitesse ou accélération d’un point 

• déterminer le vecteur vitesse en un point d'un solide en rotation ou en translation par rapport à un 
autre 

• déterminer le torseur cinématique d'un solide en rotation ou translation 

• déterminer les relations scalaires associées à une contrainte sur une trajectoire, une vitesse ou un 
mouvement 

• identifier les caractéristiques d’un contact ponctuel 

• exprimer une condition de non glissement en un contact ponctuel 
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